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초록：저자들은 영향계수의 전달을 이용하여 구조물의 진동해석을 효과적으로 수행할 수 있는 전달영
향계수법을 구조물의 좌굴해석 분야에 도입하여 새로운 좌굴해석 방법을 개발하였다. 이 논문에서 탄
성지지된 직선 보를 대상으로 영향계수의 전달을 이용하여 좌굴하중을 계산하는 알고리즘이 정식화되
었다. 이 알고리즘을 기반으로 매트랩을 이용하여 전산 프로그램을 만들었다. 다양한 방법으로 4가지 
직선 보의 좌굴해석을 수행한 후, 전달영향계수법의 결과를 각종 문헌 및 유한요소법과 전달행렬법을 
기반으로 한 전산 프로그램의 결과와 비교하였다. 계산 결과의 수치 비교를 통해 이 연구에서 제시한 
방법의 신뢰성 및 유효성을 확인하였다.

키워드：좌굴하중, 직선 보, 전달영향계수법, 전달행렬법, 유한요소법

Abstract：The authors developed a new buckling analysis method by introducing the transfer influence 
coefficient method, which can carry out the vibration analysis of structures efficiently using the transfer of 
influence coefficient, in buckling analysis field. In this paper, the algorithm for calculating the buckling 
loads of elastically supported straight beams was formulated using the transfer of influence coefficient. 
Based on this algorithm, a computer program was created using MATLAB. After the buckling analyses of 
four straight structures were performed by various methods, the results of the transfer influence coefficient 
method were compared with those by related literature and computer programs based on the finite element 
method and the transfer matrix method. The reliability and effectiveness of the present method were 
confirmed through numerical comparison of the calculation results.

Key Words：Buckling Load, Straight Beam, Transfer Influence Coefficient Method, Transfer Matrix 
Method, Finite Element Method
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1. 서  론

구조물의 설계 시에 수행되는 정적 및 동적 해

석은 구조물의 안정성 및 유효성을 확보하기 위

해 필요한 핵심적인 과정이다. 특히, 구조물을 구

성하는 가느다란 구조 요소가 압축될 때 좌굴에 
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의해 파손될 수 있으므로, 부재, 판, 셸 등의 좌굴해

석 역시 구조물의 설계 시에 중요한 고려 사항이다.

단순한 직선 보의 좌굴해석은 문헌1)을 통해 좌

굴하중을 쉽게 계산할 수 있지만, 직선 보가 길이

를 따라 단면이 변하는 경우,2) 또는 직선 보의 임

의의 위치에 기초로부터 탄성지지된 경우 등에는 

단순히 문헌을 통해 해석하기 곤란하므로 컴퓨터 

활용을 전제로 개발된 좌굴해석 기법이 필요하다.

좌굴해석을 포함하여 구조해석 분야에서 널리 

사용되는 해석 기법으로 유한요소법(finite element 

method; FEM)3,4)이 있다. 유한요소법은 구조적으

로 이산계(discrete system) 모델링만 가능하므로, 

유한요소법으로 해석 결과의 정도(accuracy)를 높

이기 위해서 모델링 단계에서 구조물의 요소 분

할수를 높이면 구조물의 전체 자유도의 증가와 

더불어 많은 기억 용량을 가진 컴퓨터가 필요하

게 되고 계산 시간 역시 급격히 증가하는 취약점

이 있다.

유한요소법과는 달리 분포계(distributed system) 

모델링이 가능한 해석 기법인 전달행렬법(Transfer 

Matrix Method; TMM)5,6)은 유한요소법의 요소 분

할수에 대한 취약점을 상당 부분 해결할 수 있지

만, 직선형 구조물이 아주 긴 경우, 그리고 구조물 

중간에 경탄성지지(rigid elatic support)가 존재할 

경우 문제가 발생할 수 있다.

그 외의 좌굴해석 기법으로는 유한차분법(finite 

difference method),7) 리츠법(Ritz method),8) 유한대

판전달행렬법(finite strip transfer matrix method)9) 

등이 있다.

이 연구의 목적은 구조물의 좌굴해석을 효과적

으로 수행할 수 있는 새로운 해석 기법을 개발하

는 것이다. 저자들은 영향계수의 전달을 이용하여 

진동해석을 효과적으로 수행했던 전달영향계수법

(Transfer Influence Coefficient Method; TICM)10,11)

을 최초로 좌굴해석 분야에 도입하였다. 이 논문

에서는 탄성지지된 직선 보를 대상으로 영향계수

의 전달을 이용하여 좌굴하중을 구하는 알고리즘

을 정식화한다. 그리고 이 알고리즘을 기반으로 

매트랩(MATLAB)을 이용하여 전산 프로그램을 만

들어 4가지 직선 보를 대상으로 수치 계산을 수행

한 후, 그 결과를 각종 문헌 및 기존의 유한요소

법과 전달행렬법을 기반으로 한 전산 프로그램의 

결과와 비교한다.

2. 좌굴해석 알고리즘

2.1 모델링

압축력(Fc)을 받는 탄성지지된 직선 보의 좌굴

해석 알고리즘을 설명하기 위하여 Fig. 1과 같은 

해석 모델을 제시한다. 해석 모델은 다수의 일정 

단면 직선 보요소로 구성되고, 기초로부터 스프링

에 의해 탄성지지 되어 있다.

인접한 두 직선 보 요소 사이의 결합점과 해석 

모델의 좌단과 우단을 모두 절점(node)으로 정의

하고, 좌단에서 우단으로 각 절점을 순차적으로 

절점 0, 절점 1, 절점 2, …, 절점 n이라고 부른다. 

각 절점의 변위벡터(d )는 절점의 횡변

위 와 회전각 로 구성되고, 각 절점의 힘벡터

( f )는 전단력 와 모멘트 으로 구성

된다. 절점의 변위는 연속이므로 절점의 좌측과 

우측의 변위는 동일하지만, 힘은 절점에서 불연속

이 발생할 수 있으므로 힘벡터는 이를 구분하기 위

하여 변수명 우측에 상첨자 L과 R로 표기하고 이 기

호는 절점의 좌측과 우측을 의미한다. 그리고 해당 

절점번호는 변수명 우측에 하첨자로 표시한다.

탄성지지는 해석 모델의 해당 절점이 횡방향 

및 회전방향 탄성 스프링에 의해 기초로부터 지

지된 것으로 고려한다. 그리고 해석 모델의 경계

조건은 첫 번째 및 마지막 절점의 탄성지지 스프

링으로 고려한다. 예를 들면, 좌단의 경계조건이 

핀 지지라면 절점 0의 횡방향 스프링의 스프링상

수 값을 ∞에 해당하는 아주 큰 값(이 연구에서는 

1020)으로 설정하고, 회전방향 스프링의 스프링상

Fig. 1 Analytical model
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Fig. 2 Definition of positive direction on state 

variables of beam element i

Fig. 3 Definition of positive direction on state 

variables of elastic spring element I

수 값을 1/∞에 해당하는 아주 작은 값(이 연구에

서는 10-20)으로 설정한다.

2.2 영향계수행렬의 정의 및 전달

2.2.1 영향계수행렬의 정의

임의의 i번째 절점의 좌측과 우측에서 변위벡터

와 힘벡터 사이의 관계를 영향계수행렬을 이용하

여 아래 식과 같이 정의한다.

di TiL f iL i     ⋯ n  (1)

di TiR f iR i     ⋯ n  (2)

여기서, TiL과 TiR을 각각 절점 i의 좌측과 우

측의 영향계수행렬(크기는 2×2)이라 부른다.

2.2.2 영향계수행렬의 전달

Fig. 2와 같이 압축과 굽힘하중을 받고 있는 i번

째 보요소에 대한 전달행렬5)은 식 (3)과 같다.




 


di

f iL




 


Ai B iC i D i



 


di

f iR  (3)

식 (3)의 부분행렬(Ai B i C i D i )은

Ai 



 


  sin

 cos    

B i 
 


 




 sin cos

cos   sin   

  C i 



 


 

  sin   

D i 



 


 

 sin cos  (4)

여기서, 은 i번째 보요소의 길이, 는 보의 탄

성계수, 는 단면의 관성모멘트, 는 압축하중, 

그리고  이다.

식 (2)의 i 대신에 i-1을 대입한 식과 식 (1) 그

리고 식 (3)으로부터 i번째 보요소 좌우측의 영향

계수행렬의 전달식을 식 (5)와 같이 구할 수 있고, 

이 식을 필드(field) 전달식이라 부른다.

TiL Hi G i (5)

여기서,

Hi AiT iR B i ,  G i C iT iR D i       (6)

이다.

Fig. 3과 같이 i번째 절점이 스프링상수가 인 

횡방향 기초지지 스프링과 스프링상수가 인 회

전방향 스프링으로 기초로부터 탄성적으로 지지

될 경우, i번째 절점에서 힘의 평형식은

f iR P i di  f iL (7)

이 되고, 여기서

P i 



 


ki 

 Ki
 (8)

이다.

식 (1)과 식 (2)를 식 (7)에 대입하여 정리하면, 
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i번째 절점 좌우측의 영향계수행렬의 전달식을 식 

(9)와 같이 구할 수 있고, 이 식을 포인트(point) 

전달식이라 부른다.

TiR TiL P i


 (9)

필드 전달식인 식 (5)와 포인트 전달식인 식 (9)

를 통합하면 식 (10)을 구할 수 있고, 이 식을 필

드-포인트 전달식이라 부른다.

TiR HiW i i     ⋯ n  (10)

여기서 행렬 W i는 다음 식과 같다.

W i P i H i G i  (11)

2.3 좌굴 방정식

모델링 과정에서 좌단의 경계조건을 절점 0을 

지지하는 탄성 스프링으로 모델링하므로 절점 0 

좌측의 힘벡터( f L)는 영벡터가 된다. 따라서 식 

(2)와 식 (7)의 i 대신에 0을 대입한 후 정리하면, 

절점 0 우측의 영향계수행렬은 다음 식과 같다.

T R P   



k 

 K  (12)

식 (12)를 시작으로 식 (10)의 필드-포인트 전달

식을 순차적으로 n회 적용하면 마지막 절점인 절

점 n의 영향계수행렬(TnR )을 구할 수 있다.

식 (2)의 i 대신에 n-1을 대입한 식과 식 (3)과 

식 (5)의 i 대신에 n을 대입한 식을 정리하면 아래 

식을 구할 수 있다.

dn Hn f nR  (13)

그리고 식 (2)와 식 (10)의 i 대신에 n을 대입한 

식과 식 (13)으로부터 다음 식을 구할 수 있다.

f nR W n f nR  (14)

모델링 과정에서 우단의 경계조건을 절점 n을 

지지하는 탄성 스프링으로 모델링하므로 절점 n 

우측의 힘벡터( f nR )는 영벡터가 된다. 그리고 절점 

n-1 우측의 힘벡터( f nR )는 영벡터가 될 수 없으

므로 식 (14)로부터 식 (15)를 유도할 수 있다.

∣W n ∣ (15)

식 (15)가 좌굴 방정식이며, 식 (15)로부터 미지

수인 좌굴하중(Fc)을 계산할 수 있다.

3. 좌굴해석 결과

3.1 계산 모델 1

Fig. 4에 나타낸 계산 모델은 길이 2.2 m, 단면 

관성모멘트 1.412×10-6 m4, 탄성계수 70 GPa인 직

선 보로써, 경계조건은 고정-자유이다.

이 계산 모델은 단순하므로 좌굴하중을 문헌1)

을 통해 쉽게 구할 수 있다. 1차부터 4차까지 좌

굴하중의 엄밀해를 계산하여 Table 1에 제시하였

다. 동일 모델에 대하여 기존의 유한요소법으로 

좌굴하중을 계산한 결과도 Table 1에 제시하였다. 

Table 내에서 ( )는 계산에 사용된 보 요소의 개수

를 의미한다. 유한요소법의 계산 결과는 계산에 

사용된 보 요소의 개수를 증가할수록 엄밀해에 

수렴하고 있음을 확인할 수 있었다.

동일 모델에 대하여 기존의 전달행렬법과 이 

연구에서 제시한 전달영향계수법으로 좌굴하중을 

계산한 결과를 Table 2에 제시하였다. 전달행렬법

과 전달영향계수법의 결과는 Table 1에 제시한

Fig. 4 Computational model 1
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Table 1 Buckling loads of computational model 1 

by Exact solution and FEM (unit: MN)

No. Exact FEM(1) FEM(10) FEM(100)

1 0.0504 0.0508 0.0504 0.0504

2 0.4537 0.6574 0.4537 0.4537

3 1.2601 ― 1.2608 1.2601

4 2.4699 ― 2.4746 2.4699

Table 2 Buckling loads of computational model 1 

by TMM and TICM (unit: MN)

No. TMM(1) TMM(100) TICM(1) TICM(100)

1 0.0504 0.0504 0.0504 0.0504

2 0.4537 0.4537 0.4537 0.4537

3 1.2601 1.2601 1.2601 1.2601

4 2.4699 2.4699 2.4699 2.4699

엄밀해와 완전히 일치하였다. 그리고 전달행렬법

과 전달영향계수법은 유한요소법과는 달리 보 요

소의 개수와 상관없이 항상 동일한 결과를 제공

하므로 계산의 유효성을 확인할 수 있었다.

3.2 계산 모델 2

Fig. 5에 나타낸 두 번째 계산 모델은 경계조건

이 단순지지이고, 치수 및 물성치는 첫 번째 계산 

모델과 동일하다.

두 번째 계산 모델도 단순하므로 이 모델의 좌

굴하중을 문헌1)을 통해 쉽게 구할 수 있다. 1차부

터 4차까지 좌굴하중의 엄밀해를 Table 3에 제시

하였다. 동일 모델에 대하여 기존의 유한요소법으

로 좌굴하중을 계산한 결과도 Table 3에 제시하였

다. 유한요소법의 계산 결과는 사용된 보 요소의 

개수를 증가할수록 엄밀해에 수렴하고 있음을 재

차 확인할 수 있었다.

Fig. 5 Computational model 2

Table 3 Buckling loads of computational model 2 

by Exact solution and FEM (unit: MN)

No. Exact FEM(1) FEM(10) FEM(100)

1 0.2016 0.2451 0.2016 0.2016

2 0.8065 1.2257 0.8067 0.8065

3 1.8146 ― 1.8165 1.8146

4 3.2260 ― 3.2363 3.2260

Table 4 Buckling loads of computational model 2 

by TMM and TICM (unit: MN)

No. TMM(1) TMM(100) TICM(1) TICM(100)

1 0.2016 0.2016 0.2016 0.2016

2 0.8065 0.8065 0.8065 0.8065

3 1.8146 1.8146 1.8146 1.8146

4 3.2260 3.2260 3.2260 3.2260

동일 모델에 대하여 전달행렬법과 전달영향계

수법으로 좌굴하중을 계산한 결과를 Table 4에 제

시하였다. 전달행렬법과 전달영향계수법의 결과는 

Table 3에 제시한 엄밀해와 완전히 일치하였고, 

유한요소법과는 달리 보 요소의 개수와 상관없이 

항상 동일한 결과를 제공하므로 계산의 유효성을 

재차 확인할 수 있었다.

3.3 계산 모델 3

Fig. 6에 나타낸 세 번째 계산 모델은 경계조건

이 단순지지이고, 중앙에 하나의 횡방향 탄성 스

프링(스프링상수 k = 106 N/m)으로 기초로부터 탄

성지지된 직선 보이다. 그 외 치수 및 물성치는 

첫 번째 계산 모델과 동일하다.

세 번째 계산 모델에 대하여 1차부터 4차까지 

좌굴하중을 유한요소법, 전달행렬법, 전달영향계

Fig. 6 Computational model 3
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Table 5 Buckling loads of computational model 3 

by FEM, TMM and TICM (unit: MN)

No. FEM(10) FEM(100) TMM(2) TICM(2)

1 0.6273 0.6272 0.6272 0.6272

2 0.8067 0.8065 0.8065 0.8065

3 1.8834 1.8814 1.8814 1.8814

4 3.2363 3.2260 3.2260 3.2260

수법으로 계산한 결과를 Table 5에 제시하였다. 2

개의 보요소로 모델하여 계산한 전달행렬법과 전

달영향계수법의 결과는 일치하였고, 100개의 직선 

보요소로 분할하여 모델링한 유한요소법의 결과

와도 잘 일치하였다.

3.4 계산 모델 4

Fig. 7에 나타낸 네 번째 계산 모델은 경계조건

이 단순지지이고, 중앙에 경탄성지지를 갖는다. 

그 외 치수 및 물성치는 첫 번째 계산 모델과 동

일하다. 경탄성지지를 유한요소법에서는 중앙 절

점의 횡방향 변위를 구속으로 처리하였다. 전달행

렬법과 전달영향계수법에서는 횡방향 탄성 스프

링(스프링상수 k = 1020 N/m)으로 모델링하였다.

네 번째 계산 모델에 대해 1차부터 4차까지 좌

굴하중을 유한요소법, 전달행렬법, 전달영향계수

법으로 계산한 결과를 Table 6에 제시하였다. 100

Fig. 7 Computational model 4

Table 6 Buckling loads of computational model 4 

by FEM, TMM and TICM (unit: MN)

No. FEM(10) FEM(100) TMM(2) TICM(2)

1 0.8067 0.8065 0.8065 0.8065

2 1.6513 1.6499 1.6502 1.6499

3 3.2363 3.2260 × 3.2260

4 4.9109 4.8767 × 4.8767

개의 직선 보요소로 분할하여 모델링한 유한요소

법의 결과와 2개의 보 요소로 모델링한 전달영향

계수법의 결과가 잘 일치하였다. 그러나 전달행렬

법은 계산 도중에 수치적인 불안정이 발생하여 

계산을 제대로 수행하지 못했다.

4. 결  론

이 연구에서는 영향계수의 전달을 기반으로 탄

성지지된 직선 보의 좌굴하중을 구하는 좌굴해석 

알고리즘을 개발하여 정식화하였다. 그리고 이 알

고리즘을 기반으로 좌굴해석용 전산 프로그램을 

만든 후, 기존의 엄밀해, 유한요소법 그리고 전달

행렬법의 결과와 비교하였다.

고정-자유 및 단순지지 경계조건을 갖는 직선 

보를 대상으로 좌굴하중을 계산한 결과, 이 연구

에서 제시한 전달영향계수법의 계산 결과가 엄밀

해 및 전달행렬법의 결과와 완전히 일치하였고, 

다수의 보요소로 모델링한 유한요소법의 결과와

도 일치하였다. 중간에 탄성 스프링으로 지지된 

직선 보에 대해서도 전달영향계수법의 계산 결과

가 전달행렬법의 결과와 잘 일치하였고, 다수의 

보요소로 모델링한 유한요소법의 결과와도 일치

하였다.

이산계 모델링만 사용하는 유한요소법은 계산 

모델에 사용된 보 요소의 분할수를 증가할수록 

계산 정도가 우수함을 알 수 있었다. 반면에 분포

계 모델링을 사용할 수 있는 전달행렬법과 전달

영향계수법은 최소한의 보 요소 분할수를 사용하

고도 우수한 계산 정도를 유지할 수 있었다. 그리

고 전달행렬법은 직선 보의 중간에 스프링상수 

값이 아주 큰 스프링(경탄성지지)이 존재할 경우

에 수치계산이 불안정해지면서 좌굴하중을 제대

로 구할 수 없었다. 그러나 전달영향계수법은 이

러한 모델에 대해서도 정확한 계산 결과를 안정

적으로 도출하였다.

따라서 이 연구에서 제안한 전달영향계수법은 

탄성지지를 갖는 직선 보의 좌굴해석에서 신뢰성 

있고 효과적인 해석 기법임을 확인할 수 있었다.
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