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1. 서 론

곡선 보에 대한 정적·동적 해석은 지금까지 많

은 연구자들에 의해 다양한 연구1-3)가 수행되어 

오고 있다. 저자들도 선행 연구에서 유한요소-전
달강성계수법을 이용하여 곡선 보의 자유진동 해

석 및 정적 해석을 수행한 바 있고 그 유효성을 

논문을 통해 발표4-5)하였다.
기계나 구조물의 설계 시에는 정적 해석 및 자

유진동 해석도 중요하나 정상상태 응답을 정확히 

파악하는 일도 무척 중요하다. 정상상태 응답을 

해석하기 위해 가장 많이 사용되는 방법은 모드
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해석법과 직접해석법이 있다. 직접해석법은 모드

해석법에 비해 개념이 단순하고 모델링하기도 상

대적으로 쉬워 전산 프로그램을 만들기에 유리하

지만 시스템의 전체 자유도가 커질 경우 많은 계

산 시간을 요구하는 취약점이 있다.
직접해석법으로 곡선 보의 정상상태 응답을 정

도 높게 해석하기 위해서는 곡선 보의 기하학적 

특징으로 인하여 많은 요소로 분할할 필요가 있

고, 이는 폭발적인 계산 시간의 증가로 이어진다.
따라서 저자들은 이러한 점에 착안하여 기존의 

직접해석법의 계산 정도를 그대로 유지하면서 계

산 시간을 크게 줄일 수 있는 방법으로 유한요소-
전달강성계수법을 제안한 바 있다.

이 연구에서는 곡선 보의 정상상태 응답해석을 

효율적으로 수행할 수 있는 방법으로 유한요소-전
달강성계수법을 제시하고, 수치 계산 결과를 통해 

제안된 방법의 유효성을 확인한다.

2. 정상상태 응답해석 알고리즘

유한요소-전달강성계수법6)을 이용하여 Fig. 1과 

같은 일반적인 2차원 곡선 보를 대상으로 정상상

태 응답을 구하는 알고리즘을 기술한다.

2.1 곡선 보의 모델링

곡선 보는 질량, 강성, 그리고 내부 감쇠를 가

지며, Fig. 1에 나타낸 것처럼 다수의 기초지지 스

프링(K )과 점성 감쇠기(C )로 기초로부터 지지된

다. Fig. 1에서 R는 곡선 보의 반경, 는 열림각, 

그리고 q는 조화 외력이다.
곡선 보는 다수의 곡선 보 요소로 분할되고, 곡

선 보의 좌단과 우단 그리고 각 요소의 결합점을 

절점이라 부르며, 좌단에서 우단으로 순차적으로 

절점 1, 절점 2, …, 절점 n이라 한다. 기초지지 스

프링과 점성 감쇠기 그리고 조화 외력은 이 절점 

중의 하나에 주어지도록 모델링하며, 곡선 보에서 

정상상태 응답을 구하고자 하는 위치도 반드시 

절점이 되도록 모델링한다.
2차원 곡선 보의 해석에서 모든 절점은 각각 3

자유도를 가진다. 3자유도는 곡선 보의 접선 방향

과 반경 방향의 변위, 회전방향의 각변위에 해당

한다.

2.2 강성계수 및 힘보정벡터의 전달

좌단에 해당하는 절점 1의 강성계수행렬(S  ) 
및 힘 보정 벡터(e  )는 식 (1)과 같다.

S  K   jC   e  q        (1)

여기서 j는 허수이고, 는 조화 외력의 각진동

수이고, q 는 절점 1에 작용하는 조화 외력의 진

폭이다. 그리고 K 은 식(2)와 같이 기초와 질점 1

을 연결하는 3방향(접선, 반경, 회전 방향)의 기초

지지 스프링의 스프링상수(kt kr k)로 구성된 대

각행렬이고, C 은 기초와 질점 1을 연결하는 3방

향의 점성 감쇠기의 감쇠계수(ct cr c )로 구성된 

대각행렬이며, 구조감쇠는 고려하지 않는다.
 
K   diag kt kr k      

C   diag ct cr c            (2)

   
유한요소해석으로부터 절점 1과 절점 2 사이에 

있는 첫 번째 곡선 보 요소에 대한 요소 질량행렬

( M 
e)과 요소 강성행렬( K 

e)을 각각 구한다.4) 

요소 감쇠행렬은 식 (3)으로부터 유도한다.

Fig. 1 Analytical model
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C e  M 
e  K 

e          (3)

여기서 와 는 곡선 보요소의 감쇠를 질량 및 

강성 비례로 구하는 인자이다.
곡선 보요소의 질량, 강성, 감쇠행렬을 요소 동

강성행렬( D e)로 정리하면 식 (4)와 같고,

 

D 
e  K 

e  jC e  M 
e     (4)

 
이 행렬을 부분 동강성행렬( A  B  C  D )로 

분해하면,

D 
e  


 


A  B C  D 

           (5)

이 된다.
Fig. 1의 두 번째 절점인 절점 2의 강성 계수행

렬 및 힘보정벡터는

S   D  C V   e   C  h      (6)

여기서

V  S A 
B   h  S A 

e 
(7)

Fig. 1에 나타낸 절점 3 및 절점 4의 강성계수

행렬 및 힘보정벡터를 구하는 방법은 상기 식과 

첨자만 다를 뿐 완전히 동일하므로 아래의 일반

식을 이용하면 곡선 보 요소에 대한 강성계수행

렬 및 힘보정벡터의 전달이 가능해진다.

S i   D i C iV i  e i   C i h i     (8)

여기서

V i S iA iB i h i S iA ie i. (9)

임의의 절점 i에 기초지지 스프링이나 점성 감

쇠기 또는 조화 외력이 작용할 경우에는 강성계

수행렬 및 힘보정벡터를 다음과 같이 구한다.

S i  S i K i  jC i   e i  e i  q i  
(10)

여기서 S i  및 e i는 절점 i 좌측의 강성계수행

렬 및 힘보정벡터이고, K i와 C i는 식 (2)와 유사

하게 기초와 절점 i를 연결하는 3방향(접선, 반경, 
회전 방향)의 기초지지 스프링의 스프링상수와 점

성 감쇠기의 감쇠계수로 구성된 대각행렬이다.
전달식인 식 (8)과 식 (10)을 순차적으로 적용하

면 최종적으로는 절점 n의 강성계수행렬 및 힘보

정벡터를 구할 수 있다.

2.3 변위벡터의 계산

절점 n의 정상상태 응답인 변위벡터의 진폭

(d n)은

d n  S n   e n             (11)

으로 구할 수 있다. 그리고 절점 n을 제외한 나머

지 절점의 변위벡터의 진폭(d i)은

d i V id i h i i n n ⋯   (12)

으로 구한다.
식 (11) 및 식 (12)에서 구한 변위벡터의 진폭은 

모두 요소 좌표계로 나타낸 것이므로 좌표변환 

행렬을 이용하여 전체 좌표계로 나타낼 수 있다.

3. 수치 계산 결과 및 검토

이 연구에서 저자들은 유한요소-전달강성계수

법으로 2차원 곡선 보의 정상상태 응답을 해석하

는 전산 프로그램을 개발하였다. 그리고 해석 결

과의 신뢰성을 확인하기 위하여 신뢰성이 입증된 

기존의 직접해석법으로 동일한 해석이 가능한 전

산 프로그램을 추가로 만들었다.
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계산 모델은 1/4 원호 곡선 보와 반원 곡선보인

데 이러한 모델을 채택하게 된 주된 이유는 이들 

모델은 선행 연구4)를 통해 이미 자유진동 해석을 

수행한 바 있으므로 그 결과인 고유진동수와 고

유모드를 이 연구의 결과인 정상상태 응답과 비

교하기 위해서이다.

3.1 한단 고정인 4분원 곡선 보

Fig. 2에 나타낸 첫 번째 계산 모델은 반경이 1
m이고, 열림각이 90도, 경계조건은 양지지단이 

고정-자유인 4분원 곡선 보이다. 곡선 보의 단면

은 직사각형으로 폭이 2 cm, 높이가 1 cm이고, 탄
성계수는 200 GPa, 밀도는 7800  kg/m3이다. 전체 

곡선 보는 400개의 곡선 보요소로 모델링한다.
Y축 방향으로 진폭이 1 N인 조화 외력이 곡선 

보의 자유단에 작용할 때, 가진점인 자유단의 정

상상태 응답을 유한요소-전달강성계수법과 직접해

석법으로 계산하였다. 그 결과 양 방법의 결과는 

일치하였다. Fig. 3에는 조화 외력의 주파수가 0에
서 200 Hz일 때, 자유단에서 Y축 방향의 변위의 

진폭을 나타낸 것이다.
참고 문헌 4에 따르면 동일 모델에 대한 고유

진동수는 4 Hz, 17 Hz, 53 Hz, 109 Hz, 183 Hz이었

다. 이 고유진동수들이 Fig. 3에서 피크(peak)로 나

타나고 있음을 확인할 수 있다. 따라서 직접해석

법 및 자유진동 해석과의 비교를 통해 이 연구에

서 제시된 방법인 유한요소-전달강성계수법의 신

뢰성을 확인할 수 있었다.
Fig. 4에 나타낸 두 번째 계산 모델은 첫 번째 

계산 모델의 자유단에 Y축 방향의 점성 감쇠기가 

추가된 계산 모델이다.
점성 감쇠기의 감쇠계수가 0, 20, 50, 100 Ns/m

이고, Y축 방향으로 진폭이 1 N인 조화 외력이 계

산 모델 II의 자유단에 작용할 때, 가진점인 자유

단의 정상상태 응답을 유한요소-전달강성계수법과 

직접해석법으로 계산하였다. 그 결과는 계산 모델 

I과 동일하게 양 방법의 결과가 일치하였다. Fig. 
5에는 조화 외력의 주파수가 0에서 200 Hz이고, 
점성 감쇠기의 감쇠계수(0, 20, 50, 100 Ns/m) 별로 

자유단에서 Y축 방향 변위의 진폭을 나타낸 것이

다. 감쇠계수의 증가에 따라 공진점에서 정상상태 
응답의 진폭이 감소함을 확인할 수 있었다.

3.2 양단 고정인 반원 곡선 보

Fig. 6에 나타낸 세 번째 계산 모델은 반경이 

0.4 m이고, 열림각이 180도, 경계조건은 양단 고정

인 반원 곡선 보이다. 곡선 보의 단면은 중공형으

로 바깥지름 1 cm, 안지름 0.8 cm이고, 탄성계수는 

200 GPa, 밀도는 7850 kg/m3이다. 곡선 보는 400개

Fig. 2 Computational model I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
10

-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

Frequency [Hz]

R
es

po
ns

e 
[m

]

Fig. 3 Steady state response of computational model I
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Fig. 4 Computational model II

 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

Frequency [Hz]

R
es

po
ns

e 
[m

]

 

 
Cy=  0 Ns/m
Cy= 20 Ns/m
Cy= 50 Ns/m
Cy=100 Ns/m

Fig. 5 Steady state responses of computational 
model II

의 곡선 보요소로 모델링한다.
X축 방향으로 진폭이 1 N인 조화 외력이 곡선 

보의 한 가운데 절점에 작용할 때, 가진점의 정상

정상상태 응답을 유한요소-전달강성계수법과 직접 

해석법으로 계산하였고, 그 결과를 비교해보니 양 

방법의 결과가 일치하였다. Fig. 7에는 조화 외력

의 주파수가 0에서 300 Hz일 때, 한 가운데 절점

의 X축 방향 변위의 진폭을 나타낸 것이다.
참고 문헌 4에 따르면 동일 모델에 대한 고유

진동수는 71 Hz, 155 Hz, 288 Hz이었다. 이 고유진

동수 중에서 2차 고유진동수가 Fig. 7에서 피크로 

나타나고 있음을 확인할 수 있다. 1차 및 3차 고

유진동수 부근에서 정상상태 응답이 공진되지 않

은 이유는 1차 및 3차 고유모드를 살펴보면 곡선 

보의 중앙 절점이 X축 방향으로 진동을 하지 않

는 절이 되기 때문이다(참고문헌 4의 Fig. 3 및   

Fig. 5 참조).
Fig. 8에 나타낸 네 번째 계산 모델은 세 번째 

계산 모델의 한 가운데 절점에 X축 방향의 점성 
감쇠기가 추가된 계산 모델이다.

점성 감쇠기의 감쇠계수가 0, 10, 20, 50 Ns/m이

고, X축 방향으로 진폭이 1 N인 조화 외력이 계

산 모델 4의 한 가운데에 작용할 때, 가진점인 한 

가운데 절점의 정상상태 응답을 유한요소-전달강

성계수법과 직접해석법으로 계산하였고, 그 결과 

역시 양 방법의 결과는 일치하였다. Fig. 9에는 조

화 외력의 주파수가 0에서 300 Hz이고, 점성 감쇠

기의 감쇠계수 별로 한 가운데 절점의 X축 방향 

변위의 진폭을 나타낸 것이다. 감쇠계수의 증가에 

따라 공진점의 진폭이 감소함을 확인할 수 있었다.

Fig. 6 Computational model III
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Fig. 7 Steady state response of computational model III
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Fig. 8 Computational model IV
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Fig. 9 Steady state responses of computational 
model IV
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Fig. 10 Steady state response of computational 
model V

다섯 번째 계산 모델은 세 번째 계산 모델에서 

조화 외력의 방향이 X축에서 Y축으로 변경된 모

델이다.
1차 및 3차 고유진동수(71 Hz, 288 Hz)가 Fig. 

10에서 피크로 나타나고 있음을 확인할 수 있다. 
2차 고유진동수(155 Hz) 부근에서 정상상태 응답

이 공진되지 않은 이유는 2차 고유모드를 살펴보

면 곡선 보의 중앙 절점이 Y축 방향으로 진동을 

하지 않는 절이 되기 때문이다(참고 문헌 4의 Fig. 
4 참조).

Fig. 7과 Fig. 10을 통해 자유진동 해석 결과와

의 비교를 통해 유한요소-전달강성계수법의 정상

상태 응답 결과가 신뢰성이 있음을 재차 확인할 

수 있었다. 

3.3 계산 시간

유한요소-전달강성계수법(FE-TSCM)과 직접해

석법(DAM)으로 상기 계산 모델 I과 III의 정상상

태 응답을 계산하는데 소요된 시간을 조사하였고, 
그 결과를 Table 1에 나타내었다. 

양 방법의 계산 시간을 비교해 보면, 유한요소-
전달강성계수법이 직접해석법 보다 계산 시간이 

훨씬 짧았다. 따라서 유한요소-전달강성계수법이 

계산속도 면에서는 직접해석법 보다 매우 우수함

을 확인할 수 있었다.

Table 1 Computational times         (unit : [s])

Model FE-TSCM DAM
 Computational model I 2.358 17.981
 Computational model III 3.529 26.499

4. 결 론

이 논문에서 저자들은 조화 외력을 받는 곡선 

보의 정상상태 응답을 해석하는 방법으로 유한요

소-전달강성계수법을 제안한다. 핵심적인 알고리

즘을 간단히 기술한 후, 곡선 보에 상당하는 5가
지 계산 모델을 대상으로 유한요소-전달강성계수

법과 직접해석법으로 정상상태 응답을 계산한 후 

그 결과를 고찰하였다. 
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양 방법의 계산 정도는 동일하였고, 계산 시간

을 비교해 보면, 유한요소-전달강성계수법이 직접

해석법보다 훨씬 빨랐다. 따라서 유한요소-전달강

성계수법이 직접해석법과 동일한 정도의 계산 결

과를 구하면서도 계산속도 면에서는 직접해석법 

보다 우수함을 확인할 수 있었다.
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